
CURS 16 ORA I

În cursurile precedente am considerat derivata unei funçtii care are dome-
niul şi codomeniul din R şi am constatat c¼a aceasta constituie instrumentul
adecvat pentru a determina punctele de extrem local ale funçtiei, pentru a
calcula anumite limite sau pentru a aproxima solu̧tiile unor ecua̧tii. Deoarece
determinarea punctelor de extrem constituie o problem¼a central¼a în multe ra-
muri ale ştiiņtei şi pentru c¼a în modelarea fenomenelor naturale apar, de obi-
cei, funçtii de mai multe variabile, vom încerca s¼a construim un instrument
asem¼an¼ator, adecvat acestui caz, care s¼a serveasc¼a aceluiaşi scop.

Începem prin a reaminti no̧tiunea de funçtie derivabil¼a.

De�ni̧tie. Fie D � R, c 2 D \ D0
şi f : D ! R. Dac¼a exist¼a (în R),

limita lim
x!c

f(x)�f(c)
x�c se numeşte derivata lui f în c şi se noteaz¼a f

0
(c). Dac¼a

f
0
(c) este �nit¼a, spunem c¼a f este derivabil¼a în c.

De�ni̧tia de mai sus (cu impunerea suplimentar¼a ca limita considerat¼a s¼a
existe în R) este valabil¼a şi în cazul în care f : D ! Rq, cu modi�carea c¼a,
în acest caz, f

0
(c) 2 Rq.

Acest fapt este demn de remarcat, c¼aci o funçtie f : I ! Rq, unde I
este un interval din R, este o curb¼a din Rq, iar derivata sa în c, când exist¼a,
genereaz¼a un vector tangent la curb¼a în punctul f(c). Altfel, dac¼a gândim
pe x ca �ind timpul, funçtia f furnizeaz¼a traiectoria unui punct din Rq, iar
derivata sa în c, când exist¼a, reprezint¼a viteza punctului la momentul c.
O privire atent¼a asupra de�ni̧tiei anterioare arat¼a c¼a unicul loc în care se

foloseşte faptul c¼a funçtia considerat¼a are domeniul din R este atunci când
se consider¼a câtul f(x)�f(c)x�c . Aceast¼a expresie nu mai are semni�ca̧tie pentru
o funçtie cu domeniu din Rp, p > 1.
O cale de a ataca problema ridicat¼a mai sus este de a �t¼aia�domeniul

funçtiei cu drepte ce trec prin c. Mai precis:

De�ni̧tie. Fie D � Rp, c 2
�
D, u 2 Rp şi f : D ! Rq. Un vector

Lu 2 Rq se numeşte derivata lui f în punctul c dup¼a vectorul u (sau dup¼a
direcţia u, dac¼a kuk = 1), dac¼a exist¼a limita lim

t!0
f(c+tu)�f(c)

t
şi

lim
t!0

f(c+ tu)� f(c)
t

= Lu.
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Observa̧tie. Lu, dac¼a exist¼a, este unic şi se noteaz¼a f
0
u(c) sau

df
du
(c).

Not¼am cu f
0
u sau cu

df
du
funcţia rezultant¼a, care are valori în Rq şi dome-

niul constând din acele puncte din D în care exist¼a limita lim
t!0

f(c+tu)�f(c)
t

.

De�ni̧tie. Fie D � Rp, c 2
�
D, ei = (0; 0; :::; 0; 1; 0; :::; 0) 2 Rp, unde 1

este pe poziţia i 2 f1; 2; :::; pg şi f : D ! Rq.
Derivata lui f dup¼a vectorul ei în punctul c (dac¼a exist¼a) se numeşte

derivata parţial¼a a lui f în c în raport cu variabila xi şi se noteaz¼a cu

@f

@xi
(c).

Dac¼a exist¼a derivata parţial¼a a lui f în orice punct din D, funcţia rezul-
tant¼a se numeşte derivata parţial¼a a lui f în raport cu variabila xi şi se
noteaz¼a cu @f

@xi
.

Funçtia f : R2 ! R, descris¼a de

f(x; y) = f
x2y
x3�y2 , x

3 � y2 6= 0
0, x3 � y2 = 0

,

are urm¼atoarele propriet¼a̧ti:
i) exist¼a df

dv
(0; 0), pentru orice v 2 R2;

ii) nu este continu¼a în (0; 0).
Într-adev¼ar:
i) Pentru orice v = (�; �) 2 R2 cu � 6= 0, avem

lim
t!0

f(tv)� f((0; 0))
t

= lim
t!0

�2�

t�3 � �2
= ��

2

�
,

i.e. exist¼a df
dv
(0; 0) şi

df

dv
(0; 0) = ��

2

�
.

Pentru orice v = (�; 0) 2 R2, avem

lim
t!0

f(tv)� f((0; 0))
t

= 0,

i.e. exist¼a df
dv
(0; 0) şi

df

dv
(0; 0) = 0.
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Aşadar f are derivat¼a dup¼a orice direçtie în origine.
ii) Deoarece

lim
n!1

f(
1

n
;
1

2
(� 1
n2
�
r
1

n4
+
4

n3
)) = 1 6= 0 = f(0; 0),

deducem c¼a f nu este continu¼a în (0; 0).

Aşadar este posibil ca o funçtie care are derivat¼a într-un punct dup¼a orice
direçtie, s¼a nu �e continu¼a în acel punct.
De asemenea, este posibil ca o funçtie s¼a aib¼a, într-un punct, derivat¼a

dup¼a o anumit¼a direçtie, dar s¼a nu aib¼a, în acelaşi punct, derivat¼a dup¼a o
alt¼a direçtie.
Toate aceste lucruri arat¼a c¼a no̧tiunea de derivat¼a a unei funçtii dup¼a o

direçtie, deşi marcheaz¼a un progres în c¼aut¼arile noastre, nu este instrumentul
dorit.
Pentru a rezolva problema trebuie s¼a privim de�ni̧tia funçtiei derivabile

din cazul 1-dimensional într-un alt mod. Mai precis, reamintim urm¼atoarea:

Teorema de caracterizare a funçtiilor derivabile. Fie U =
�
U � R,

c 2 U şi f : U! R. Atunci urm¼atoarele a�rmaţii sunt echivalente:
i) Funcţia f este derivabil¼a în c.
ii) Exist¼a o aplicaţie liniar¼a L : R! R (i.e. L(�x+�y) = �L(x)+�L(y),

pentru orice �; �; x; y 2 R) astfel încât

lim
x!c

f(x)� f(c)� L(x� c)
jx� cj = 0.

Aceast¼a nou¼a abordare ne conduce la urm¼atoarea:

De�ni̧tie. Fie D � Rp, c 2
�
D şi f : D ! Rq. Spunem c¼a f este

diferenţiabil¼a (sau derivabil¼a) în c dac¼a exist¼a o aplicaţie liniar¼a L : Rp ! Rq
(i.e. L(�x + �y) = �L(x) + �L(y) pentru orice �; � 2 R, x; y 2 Rp) astfel
încât

lim
x!c

f(x)� f(c)� L(x� c)
kx� ck = 0.

Observa̧tie. L, dac¼a exist¼a, este unic¼a şi se noteaz¼a cu Df(c) sau f
0
(c)

şi se numeşte diferenţiala (sau derivata) lui f în punctul c.
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CURS 16 ORA II

Teorema de continuitate a funçtiilor difereņtiabile. Fie D � Rp,
c 2

�
D şi f : D ! Rq. Dac¼a f este diferenţiabil¼a în c, atunci exist¼a �;K > 0

astfel încât
kf(x)� f(c)k � K kx� ck ,

pentru orice x 2 D cu proprietatea c¼a kx� ck < �.
În particular, f este continu¼a în c.
Demonstraţie. Conform ipotezei, exist¼a o aplica̧tie liniar¼a L : Rp ! Rq

astfel încât lim
x!c

f(x)�f(c)�L(x�c)
kx�ck = 0, deci (alegând " = 1 în de�ni̧tia cu " şi �

a limitei unei funçtii într-un punct) exist¼a � > 0 cu proprietatea c¼a

kf(x)� f(c)� L(x� c)k � kx� ck ,

pentru orice x 2 D, kx� ck < �, de unde, utilizând inegalitatea triunghiului,
ob̧tinem

kf(x)� f(c)k � kL(x� c)k+ kx� ck ,
pentru un astfel de x.
Teorema de continuitate a aplica̧tiilor liniare între spa̧tii vectoriale �nit

dimensionale asigur¼a existeņta unui M � 0 cu proprietatea c¼a

kL(x� c)k �M kx� ck ,

pentru orice x 2 Rp.
Prin urmare

kf(x)� f(c)k � (M + 1) kx� ck ,
pentru orice x 2 D astfel încât kx� ck < � şi alegem K =M + 1.
Din inegalitatea anterioar¼a rezult¼a imediat continuitatea lui f în c (folosind,

spre exemplu, caracterizarea cu şiruri a acesteia). �

Teorema privind derivabilitatea dup¼a o direçtie a funçtiilor dife-

reņtiabile. Fie D � Rp, c 2
�
D şi f : D ! Rq astfel încât f este diferenţi-

abil¼a în c. Atunci:
�) Exist¼a df

du
(c).

�)
df

du
(c) = Df(c)(u),
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pentru orice u 2 Rp.
În particular, exist¼a @f

@xi
(c) şi

@f

@xi
(c) = Df(c)(ei),

pentru orice i 2 f1; 2; :::; pg.
Demonstraţie. Având în vedere difereņtiabilitatea lui f în c, ob̧tinem

lim
t!0

f(c+ tu)� f(c)�Df(c)(c+ tu� c)
kc+ tu� ck = 0,

i.e.

lim
t!0

f(c+ tu)� f(c)� tDf(c)(u)
jtj = 0.

Prin urmare

lim
t!0

f(c+ tu)� f(c)� tDf(c)(u)
jtj � jtj

t
= 0,

i.e.

lim
t!0

f(c+ tu)� f(c)
t

= Df(c)(u),

deci exist¼a df
du
(c) şi

df

du
(c) = Df(c)(u),

pentru orice u 2 Rp. �

În continuare vom face câteva considera̧tii privind difereņtiabilitatea unei

funçtii f : D ! Rq într-un punct c 2
�
D, unde D � Rp.

1. Pentru p = q = 1, funçtia f este difereņtiabil¼a în c dac¼a şi numai dac¼a
f este derivabil¼a în c şi Df(c) : R! R este dat¼a de

Df(c)(u) = f
0
(c)u,

pentru orice u 2 R.

2. Pentru p = 1, q > 1, funçtia f are componentele f1, f2, ..., fq, deci

f = (f1; f2; :::; fq).
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Atunci f este difereņtiabil¼a în c dac¼a şi numai dac¼a f1; f2; :::; fq sunt
difereņtiabile în c şi Df(c) : R! Rq este dat¼a de

Df(c)(u) = (f
0

1(c)u; f
0

2(c)u; :::; f
0

q(c)u) = u(f
0

1(c); f
0

2(c); :::; f
0

q(c)),

pentru orice u 2 R.

3. Pentru p > 1, q = 1, dac¼a f este difereņtiabil¼a în c, atunci exist¼a
@f
@xi
(c) pentru orice i 2 f1; 2; :::; pg.
Existeņta tuturor derivatelor paŗtiale în c, nu este, în general, o condi̧tie

su�cient¼a pentru difereņtiabilitatea funçtiei f în c.
Funçtia Df(c) : Rp ! R este dat¼a de

Df(c)(u1; u2; :::; up) =
@f

@x1
(c)u1 + :::+

@f

@xp
(c)up,

pentru orice (u1; u2; :::; up) 2 Rp, deoarece, ţinând cont de liniaritatea funçtiei
Df(c), avem

Df(c)(u1; u2; :::; up) = Df(c)(u1e1 + u2e2 + :::+ upep) =

= u1Df(c)(e1) + :::+ upDf(c)(ep) =
@f

@x1
(c)u1 + :::+

@f

@xp
(c)up.

Observa̧tie. Orice funcţie liniar¼a f : Rp ! Rq este diferenţiabil¼a în
orice c 2 Rp şi

Df(c) = f .

În particular, aplica̧tiile pri : Rp ! R date de

pri(u1; u2; :::; up) = ui,

pentru orice (u1; u2; :::; up) 2 Rp şi orice i 2 f1; 2; ::::; pg, sunt liniare, deci

Dpri(c) = pri,

pentru orice c 2 Rp, fapt care justi�c¼a nota̧tia

pri = dxi.
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Atunci, cu aceste nota̧tii, avem

Df(c)(u1; u2; :::; up) =
@f

@x1
(c)u1 + :::+

@f

@xp
(c)up =

@f

@x1
(c)pr1(u1; u2; :::; up) + :::+

@f

@xp
(c)prp(u1; u2; :::; up) =

@f

@x1
(c)dx1(u1; u2; :::; up) + :::+

@f

@xp
(c)dxp(u1; u2; :::; up),

pentru orice (u1; u2; :::; up) 2 Rp (avem mai sus o egalitate de numere reale),
adic¼a

Df(c) =
@f

@x1
(c)dx1 + :::+

@f

@xp
(c)dxp =

pX
i=1

@f

@xi
(c)dxi,

care este o egalitate de aplica̧tii liniare din Rp în R.
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CURS 16 ORA III

4. Pentru p; q > 1 şi f = (f1; f2; :::; fq) : D � Rp ! Rq difereņtiabilitatea
lui f în c echivaleaz¼a cu difereņtiabilitatea funçtiilor f1; f2; :::; fq în c.
Dac¼a f este difereņtiabil¼a în c, atunci exist¼a @f

@xi
(c), pentru orice i 2

f1; 2; :::; pg.
Mai mult, Df(c) : Rp ! Rq este dat¼a de

Df(c) = (Df1(c); :::; Dfq(c)),

deci

Df(c)(u1; u2; :::; up) = (Df1(c)(u1; u2; :::; up); :::; Dfq(c)(u1; u2; :::; up)),

de unde

Df(c)(u1; u2; :::; up) = (
@f1
@x1

(c)u1+:::+
@f1
@xp

(c)up; :::;
@fq
@x1

(c)u1+:::+
@fq
@xp

(c)up),

pentru orice (u1; u2; :::; up) 2 Rp.
Matricea asociat¼a acestei aplica̧tii liniare, pentru perechea de baze cano-

nice, este

(

@f1
@x1
(c) @f1

@x2
(c) ::: @f1

@xp
(c)

@f2
@x1
(c) @f2

@x2
(c) ::: @f2

@xp
(c)

::: ::: ::: :::
@fq
@x1
(c) @fq

@x2
(c) ::: @fq

@xp
(c)

).

Aceast¼a matrice se numeşte matricea Jacobi a lui f în c şi se notez¼a Jf (c).
Când p = q, determinantul acestei matrici poart¼a numele de Jacobianul

lui f în c şi se noteaz¼a det Jf (c) sau
@(f1;f2;:::;fp)

@(x1;x2;:::;xp)
(c).

Am v¼azut c¼a difereņtiabilitatea unei funçtii într-un punct implic¼a exis-
teņta tuturor derivatelor paŗtiale în acel punct, deci existeņta derivatelor
paŗtiale într-un punct este o condi̧tie necesar¼a pentru difereņtiabilitatea în
acel punct. Ea nu este îns¼a şi o condi̧tie su�cient¼a.

Criteriul de difereņtiabilitate. Fie D � Rp, c 2
�
D, V 2 Vc şi

f : D ! Rq satisf¼acând urm¼atoarele dou¼a propriet¼aţi:
i) exist¼a derivatele parţiale în orice punct din V ;
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ii) derivatele parţiale sunt continue în c.
Atunci f este diferenţiabil¼a în c.
Demonstraţie. Aşa cum am v¼azut mai sus, este su�cient s¼a consider¼am

cazul q = 1.
Fie " > 0 arbitrar, dar �xat.
Continuitatea derivatelor paŗtiale ne asigur¼a c¼a exist¼a �" > 0 astfel încât���� @f@xj (y)� @f

@xj
(c)

���� < ", (1)

pentru orice j 2 f1; 2; :::; pg şi orice y 2 B(c; �") � D.
Dac¼a x = (x1; :::; xp) 2 B(c; �") şi c = (c1; :::; cp), considerând vectorii

u0 = x = (x1; x2; :::; xp),

u1 = (c1; x2; :::; xp),

u2 = (c1; c2; x3; :::; xp);

:::

up�1 = (c1; c2; c3; :::; cp�1; xp)

şi
up = c = (c1; :::; cp),

avem

f(x)� f(c) =
pX
j=1

(f(uj�1)� f(uj)).

Pentru orice j 2 f1; 2; :::; pg, Teorema lui Lagrange, aplicat¼a funçtiei h,
de�nit¼a pe intervalul de capete cj şi xj, dat¼a de

h(t) = f(c1; :::; cj�1; t; xj+1; :::; xp),

pentru orice t, ne asigur¼a existeņta unui �j între cj şi xj astfel încât

h(xj)� h(cj) = h
0
(�j)(xj � cj).

Cum
h(xj) = f(uj�1),

h(cj) = f(uj)
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şi

h
0
(�j) = lim

t!0

h(�j + t)� h(�j)
t

=

= lim
t!0

f(c1; :::; cj�1; �j + t; xj+1; :::; xp)� f(c1; :::; cj�1; �j; xj+1; :::; xp)
t

=

=
@f

@xj
(c1; :::; cj�1; �j; xj+1; :::; xp),

avem

f(uj�1)� f(uj) =
@f

@xj
(�j)(xj � cj),

unde
�j = (c1; :::; cj�1; �j; xj+1; :::; xp).

Atunci

f(x)� f(c)�
pX
j=1

@f

@xj
(c)(xj � cj) =

pX
j=1

(xj � cj)(
@f

@xj
(�j)�

@f

@xj
(c)). (2)

Pentru kx� ck < �" şi j 2 f1; 2; :::; pg, avem

�j � c

 =q(�j � cj)2 + (xj+1 � cj+1)2 + :::+ (xp � cp)2 �
�
q
(xj � cj)2 + (xj+1 � cj+1)2 + :::+ (xp � cp)2 � kx� ck < �",

deci, conform cu (1), ���� @f@xj (�j)� @f

@xj
(c)

���� < ",
de unde, folosind inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz şi (2), ob̧tinem�����f(x)� f(c)�

pX
j=1

@f

@xj
(c)(xj � cj)

����� �
pX
j=1

jxj � cjj " � kx� ck "
p
p.

Prin urmare, f este difereņtiabil¼a în c şi difereņtiala sa în c este descris¼a
de egalitatea urm¼atoare:

Df(c)(z1; z2; :::; zp) =
@f

@x1
(c)z1 + :::+

@f

@xp
(c)zp,

10



pentru orice (z1; z2; :::; zp) 2 Rp. �

Obseva̧tie. Reciproca teoremei de mai sus nu este valid¼a.
Funçtia f : R2 ! R, descris¼a de

f(x; y) = f xy sin
1

x2+y2
, (x; y) 6= (0; 0)

0, (x; y) = (0; 0)
,

are urm¼atoarele propriet¼a̧ti:
i) exist¼a @f

@x
şi @f

@y
şi nu sunt continue în (0; 0);

iii) este difereņtiabil¼a în (0; 0).
Într-adev¼ar:
i) Avem

@f

@x
(x; y) = f y sin

1
x2+y2

� 2x2y
(x2+y2)2

cos 1
x2+y2

, (x; y) 6= (0; 0)
0, (x; y) = (0; 0)

.

Deoarece

lim
n!1

@f

@x
(
1

2
p
n�
;

1

2
p
n�
) = �1,

deducem c¼a @f
@x
nu este continu¼a în (0; 0).

Similar avem

@f

@y
(x; y) = f x sin

1
x2+y2

� 2xy2

(x2+y2)2
cos 1

x2+y2
, (x; y) 6= (0; 0)

0, (x; y) = (0; 0)

şi @f
@y
nu este continu¼a în (0; 0).

ii) Deoarece

0 �
�����xy sin

1
x2+y2p

x2 + y2

����� � jxyjp
x2 + y2

�
p
x2 + y2

şi
lim

(x;y)!(0;0)

p
x2 + y2 = 0,

deducem c¼a

lim
(x;y)!(0;0)

xy sin 1
x2+y2

� @f
@x
(0; 0)x� @f

@y
(0; 0)yp

x2 + y2
= 0,
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i.e.

lim
(x;y)!(0;0)

f(x; y)� f(0; 0)� [@f
@x
(0; 0)x+ @f

@y
(0; 0)y]p

x2 + y2
= 0,

deci f este difereņtiabil¼a în (0; 0) şi

Df(0; 0) = 0.
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