CURS 16 ORA 1

In cursurile precedente am considerat derivata unei functii care are dome-
niul si codomeniul din R gi am constatat ca aceasta constituie instrumentul
adecvat pentru a determina punctele de extrem local ale functiei, pentru a
calcula anumite limite sau pentru a aproxima solutiile unor ecuatii. Deoarece
determinarea punctelor de extrem constituie o problema centrala in multe ra-
muri ale stiintei si pentru ca in modelarea fenomenelor naturale apar, de obi-
cei, functii de mai multe variabile, vom incerca sa construim un instrument
asemanator, adecvat acestui caz, care sa serveasca aceluiasi scop.

Incepem prin a reaminti notiunea de functie derivabila.

Definitie. Fie D CR,c€ DND" si f: D — R. Daci existd (in R),
limita lim £&=1)

r—c

se numeste derivata lui f in c g se noteazd f (c). Daci

f'(c) este finitd, spunem ci f este derivabild in c.

Definitia de mai sus (cu impunerea suplimentara ca limita consideratd sa
existe in R) este valabila gi in cazul in care f : D — R? cu modificarea c4,
’

in acest caz, f (c) € RY.

Acest fapt este demn de remarcat, caci o functie f : I — RY%, unde [
este un interval din R, este o curba din RY, iar derivata sa in ¢, cind exista,
genereaza un vector tangent la curba in punctul f(c). Altfel, daca gandim
pe z ca fiind timpul, functia f furnizeaza traiectoria unui punct din RY, iar
derivata sa in ¢, cand exista, reprezinta viteza punctului la momentul c.

O privire atenta asupra definitiei anterioare arata ca unicul loc in care se
foloseste faptul ca functia considerata are domeniul din R este atunci cand
se considera catul W Aceasta expresie nu mai are semnificatie pentru
o functie cu domeniu din R?, p > 1.

O cale de a ataca problema ridicatd mai sus este de a ”taia” domeniul
functiei cu drepte ce trec prin c¢. Mai precis:

Definitie. Fie D C R, c € D, u € RP gi f: D — R%. Un vector
L, € R? se numeste derivata lui f in punctul ¢ dupa vectorul u (sau dupd

directia u, daca ||u|| = 1), daca exista limita }ir%w $i
) —
=0



Observatie. L,, daca existi, este unic si se noteazd f,(c) sau %(c).

o ’ . o C A .
Notam cu f, sau cu % functia rezultanta, care are valori in R? g1 dome-

niul constand din acele puncte din D in care exista limita Pﬂgw'

Definitie. Fie D CRP, ¢ € D, ¢; = (0,0,...,0,1,0,...,0) € R?, unde 1
este pe pozitia i € {1,2,....,p} si f: D — RY.

Derivata lui f dupa vectorul e; in punctul ¢ (dacd exista) se numeste
deriwata partiala a lui f in c in raport cu variabila x; i se noteaza cu

of
o, (c).

Daca exista derivata partiala a lui f in orice punct din D, functia rezul-

tanta se numeste derivata partiala a lui f in raport cu variabila x; §t se

noteazd cu gf.
i

Functia f : R? — R, descrisa de

z?y 3 2
_ [ B U Y #0
f(l'7y) { 0’ $3—y2:0’

are urmatoarele proprietati:
1) exista %(0, 0), pentru orice v € R?;
ii) nu este continud in (0, 0).
Intr-adevir:
i) Pentru orice v = (o, ) € R? cu 3 # 0, avem

ftv) = £((0,0) _ . =~ o’ o’

lim

t—0 t o t—>0ta3 — B2 - 5 ’
Le. existd 4(0,0) si
df a?
=(0,0) = ——.
d’U( ) ) 6

Pentru orice v = (a, 0) € R?, avem

) = 1(0.0) _

t—0 t

Le. existd 4£(0,0) si
df
—(0,0) =0.
dv( ? )



Asadar f are derivata dupa orice directie in origine.
ii) Deoarece

lim f(£, 2 (—— — [+ 2)) =1 £0 = £(0,0),

n—oo’ 'n’ 2% n? n*  nd
deducem ca f nu este continua in (0,0).

Asadar este posibil ca o functie care are derivata intr-un punct dupa orice
directie, sa nu fie continua in acel punct.

De asemenea, este posibil ca o functie sa aiba, intr-un punct, derivata
dupa o anumita directie, dar sa nu aiba, in acelasi punct, derivata dupa o
alta directie.

Toate aceste lucruri arata ca notiunea de derivata a unei functii dupa o
directie, desi marcheaza un progres in cautarile noastre, nu este instrumentul
dorit.

Pentru a rezolva problema trebuie sa privim definitia functiei derivabile
din cazul 1-dimensional intr-un alt mod. Mai precis, reamintim urmatoarea:

Teorema de caracterizare a functiilor derivabile. Fie U = U C R,
ceU gi f:U— R. Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

i) Functia f este derivabila in c.

it) FExistd o aplicatie liniara L : R — R (i.e. L(ax+Py) = aL(z)+LL(y),
pentru orice «, B, x,y € R) astfel incadt

o @) = £(0) = Lz — o)

r—c ‘Qj — C|

= 0.

Aceastad noud abordare ne conduce la urmatoarea:

Definitie. Fie D C RP, ¢c € D gi f : D — R9. Spunem ca f este
diferentiabila (sau derivabila) in ¢ daca exista o aplicatie liniara L : RP — R?
(i.e. L(ax + By) = aL(x) + BL(y) pentru orice a, f € R, z,y € RP) astfel

e (@)~ f0) ~ L~ o

w—e [ = e

=0.

Observatie. L, dacd existd, este unici si se noteazd cu Df(c) sau f (c)
gi se numegte diferentiala (sau derivata) lui f in punctul c.
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Teorema de continuitate a functiilor diferentiabile. Fie D C RP,
ceDsi f:D—RY Daca | este diferentiabila in ¢, atunci exista 6, K > 0
astfel incat

1 () = fo)ll < Kllx—cll,

pentru orice x € D cu proprietatea ca ||z — c|| < 0.

In particular, f este continud in c.

Demonstratie. Conform ipotezei, exista o aplicatie liniara L : R? — R¢?
astfel incat lim {=O-LE=d _  deci (alegand e = 1 in definitia cu € si 6

e P |

a limitei unei functii intr-un punct) existd § > 0 cu proprietatea ca

() = fle) = Lz — o)l < llz — <],

pentru orice € D, ||x — ¢|| < §, de unde, utilizind inegalitatea triunghiului,
obtinem

1 () = F < [L(z = ol + [l =],

pentru un astfel de x.
Teorema de continuitate a aplicatiilor liniare intre spatii vectoriale finit
dimensionale asigura existenta unui M > 0 cu proprietatea ca

[1L(x = )| < M |jz —cf|,

pentru orice x € RP,
Prin urmare
1f(z) = fOl < (M +1) |z — ],
pentru orice € D astfel incét ||z — ¢|| < 0 si alegem K = M + 1.

Din inegalitatea anterioara rezultd imediat continuitatea lui f in ¢ (folosind,
spre exemplu, caracterizarea cu giruri a acesteia). [

Teorema privind derivabilitatea dupa o directie a functiilor dife-

rentiabile. Fie D CRP, ce€ D gi f: D — RY astfel incat [ este diferenti-
abila in c. Atunci:

«) Erista j—{L(c).

B3)



pentru orice u € RP.
o . .. 0 .
In particular, exista a—é(c) st

of
al’z‘

(¢) = Df(c)(e:),

pentru orice 1 € {1,2,....p}.
Demonstratie. Avand in vedere diferentiabilitatea lui f in ¢, obtinem

fle+tu) — f(c) — Df(c)(c+tu—c)

hm = 07
t—0 ||lc + tu — ¢|
ie.
Pl%f(c + tu) — f|(t0|) —tDf()(w) _
Prin urmare
10 = 1) = tDF@O@) 1] _
t—0 |t t
le.
i =IO ey,

. ..o d .
deci exista ﬁ(c) si

>

ar

L) = Dre)w),

pentru orice u € RP. [

In continuare vom face cateva consideratii privind diferentiabilitatea unei

functii f: D — R? intr-un punct ¢ € D, unde D C RP.

1. Pentru p = ¢ = 1, functia f este diferentiabila in ¢ daca si numai daca
f este derivabild in ¢ si Df(c) : R — R este data de

pentru orice u € R.

2. Pentru p =1, ¢ > 1, functia f are componentele fi, fs, ..., f,, deci

f= (11 fas e o)
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Atunci f este diferentiabila in ¢ dacad si numai daca fi, fo,..., f; sunt
diferentiabile in ¢ si Df(c) : R — RY este data de

Df(e)(w) = (fi(e)u, fo()u, ., fle)u) = u(fi(e), fo(c), s Fic)),
pentru orice u € R.

3. Pentru p > 1, ¢ = 1, daca f este diferentiabila in ¢, atunci exista
g—gﬁ:(c) pentru orice i € {1,2,...,p}.

Existenta tuturor derivatelor partiale in ¢, nu este, in general, o conditie
suficienta pentru diferentiabilitatea functiei f in c.

Functia Df(c) : R? — R este data de

0 0
Df(c)(ur,uz, ..., up) = 8—£(c)u1 + ...+ an(c)up,

pentru orice (uq, ug, ..., u,) € RP, deoarece, tinand cont de liniaritatea functiei
Df(c), avem

Df(c)(uy,ug,...,up) = Df(c)(urer + uges + ... + upe,) =

=wuDf(c)(er) + ... +u,Df(c)(ep) = g—a‘i(c)ul + .+ a—%(c)up.

Observatie. Orice functie liniara f : RP — R? este diferentiabila in
orice ¢ € RP &1

Df(e) = f.
In particular, aplicatiile pr; : R? — R date de
pri(uy, ug, ..., up) = uy,
pentru orice (uq, ug, ..., u,) € RP gi orice i € {1,2,....,p}, sunt liniare, deci
Dpri(c) = pr,
pentru orice ¢ € RP, fapt care justifica notatia

pr; = dx;.



Atunci, cu aceste notatii, avem

Df(c)(u,ug, ..., up) = 8_:1:1(c>u1 +...+ a_%(c)“p =
of of
8_a:1(c)prl<u1’ Uy ooy Up) + oo + a—wp(c)prp(ul, Uy .oy Up) =
of of
a—xl(c)dxl(ul,uz, iy Up) F o+ a—%(c)dxp(ul,uQ7 ey Up),
pentru orice (uy, uz, ..., u,) € RP (avem mai sus o egalitate de numere reale),
adica )
of of of
Df(e) = 2L A -
1€) = gy (@dmnt .t 5 () ; ERCLLE

care este o egalitate de aplicatii liniare din R? in R.
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4. Pentrup,q > 1si f = (f1, f2, ..., fy) : D C R? — R diferentiabilitatea
lui f in c echivaleaza cu diferentiabilitatea functiilor fi, fo, ..., f; in c.
Daca f este diferentiabila in ¢, atunci exista %(c), pentru orice i €

{1,2,...,p}.
Mai mult, Df(c) : R? — RY este data de

Df(e) = (Dfi(e), ..., Dfg(c)),

deci

Df(e)(ur,ug, ...,upy) = (D fi(c)(ur, ug, ..., up), ..., D fo(c)(u, ug, ..., up)),
de unde

o (c)u1+...—|—axp(c)up, " By (c)ul—l—...—l—axp (c)uyp),

Df(c)(uy,ug,...,up) = (
pentru orice (uq, ug, ..., u,) € RP.

Matricea asociata acestei aplicatii liniare, pentru perechea de baze cano-
nice, este

g—ﬁ(c) g—g(c) %(c)
RGO O
Bsfe) Ys(e) ... (o

Aceastd matrice se numeste matricea Jacobi a lui f in ¢ si se noteza J¢(c).
Cand p = ¢, determinantul acestei matrici poarta numele de Jacobianul

lui f in c i se noteaza det J¢(c) sau W(c)
bl eyl p

Am vazut ca diferentiabilitatea unei functii intr-un punct implica exis-
tenta tuturor derivatelor partiale in acel punct, deci existenta derivatelor
partiale intr-un punct este o conditie necesara pentru diferentiabilitatea in
acel punct. Ea nu este insa si o conditie suficienta.

Criteriul de diferentiabilitate. Fie D C RP, ¢ € D, V € V, s
f D — R? satisfacind urmatoarele doua proprietati:
i) exista derivatele partiale in orice punct din V' ;
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i1) derivatele partiale sunt continue in c.

Atunci f este diferentiabila in c.

Demonstratie. Asa cum am vazut mai sus, este suficient sa consideram
cazul g = 1.

Fie € > 0 arbitrar, dar fixat.

Continuitatea derivatelor partiale ne asigura ca exista 6. > 0 astfel incat

af af

8—%(9)—8—%(0) <e, (1)

pentru orice j € {1,2,...,p} si orice y € B(¢,d.) C D.
Daca x = (21, ...,2,) € B(c,0.) si ¢ = (¢, ..., ¢p), considerand vectorii

up = = (1, T2, ..., Tp),

Uy = (Cl,.’132, ...,l’p),

Ug = (Clu C2, X3, ..., xp)a

Up—1 = (01702>C3a "'7Cp—17'rp)
si
Up =c=(C1,..., ¢p),

aveln
p

f(x) = fle) =Y (fluz1) = fluy))-

Jj=1

Pentru orice j € {1,2,...,p}, Teorema lui Lagrange, aplicatd functiei h,
definita pe intervalul de capete c¢; si z;, data de

h(t) = f(Cl, ...,Cj_l,t,ﬂfj_H, ...,:L‘p>,

pentru orice ¢, ne asigura existenta unui 6, intre ¢; si x; astfel incéat

’

h(x;) — h(cj) = I (0;)(z; — ¢;).

Cum



! / W, + 1) — h(6,)

(0 = g =
_ limf(cl, ceey Cj_l, Qj + t,$j+1, ...,l'p) — f(Cl, ceey Cj_l, 9]‘, ZL‘j+1, ...,l’p) _
t—0 t
of
= %(Cl, ceny Cj—17 9j,l‘j+1, ceny ZL'p),
J
avem
of
fluj—1) = fluy) = 8—%(51)(% - ¢),
unde
gj = (Cl, ...,Cj_l,(gj,ZL‘j+1, ...7.I‘p).
Atunci

F() — 1) - Z%<c><xj ey =3y - cj)<§—j;<5j> - §—£<c>>. 2)

Pentru ||z — ¢|| < 0. si j € {1,2,...,p}, avem

&5 —ell = \/(9j — )2+ (T — )2+ e+ (2 — )2 <

< (@5 = )2 (@ = )2+t (1 — )2 <l — e <8,
deci, conform cu (1),
of of
a—%(fj) - 8_35]-(0)

de unde, folosind inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz si (2), obtinem

<e,

f(z) = fle) - Za_:cj(c)(xj —¢j)

V4
<y —ele < |z —clleyp.
j=1

Prin urmare, f este diferentiabila in c si diferentiala sa in ¢ este descrisa
de egalitatea urmatoare:

Df(c)(z1, 22, .. 2p) = 5_3{1(6)21 +..+ %(C)zp,

10



pentru orice (21, 22, ..., 2,) € RP. [

Obsevatie. Reciproca teoremei de mai sus nu este valida.
Functia f : R? — R, descrisd de

: 1
Flay) = VI (0

~—
[N N
—~
=
(=)
~—

0, (z,y) = (0,0)
are urmatoarele proprietati:
i) exista % si g—g i nu sunt continue in (0, 0);
iii) este diferentiabild in (0, 0).
Intr-adevar:
i) Avem
: 22
a—f(l’,y) _ { ysin zziyz - (w22+yy2)2 COS mzi_ym (ac, y) # (070) .
O 0, (z,y) = (0,0)
Deoarece
I of ( 1 1 )
im —(—,—F—) = —x
n—oo QT 2\/ﬁ, 2\/% ’
deducem ca % nu este continud in (0, 0).
Similar avem
: 1 2zy? 1
O (1 ) — { 750 by — Gy o5 zxka, (@9) #(0,0)
dy 0, (z,y) = (0,0)
si % nu este continud in (0, 0).
ii) Deoarece
1
Yy sin -
o< |PhE o WL o gy
ZL‘Z + y2 332 + y2
si
lim +/2249y2=0,
(z,y)—(0,0)
deducem ca
in—L1_ _9f _of
- Ty sin 5-(0,0)z 5, (0,0)y o,

(,y)—(0,0) Va2 +y?

11



1.e.

L @) - £0,0) - (50, 0)x + 570, 0)y] _ .

(x,y)—»(0,0) A /.TQ _I,_ y2

deci f este diferentiabild in (0,0) si

Df(0,0) = 0.
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